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摘　要：研究一个具有第三边界坏死核的肿瘤生长的数学模型，该模型包含了一个抛物型方程和一个常微分方
程。假设肿瘤的生长由营养物浓度决定，并且肿瘤形状为球对称。用严格的数学分析的方法，证明了该模型的稳

态解的存在唯一性。
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　　在２０世纪７０年代，Ｇｒｅｅｎｓｐａｎ［１－２］提出早期肿
瘤的生长规律是可描述为偏微分方程组的自由边界

问题。Ｆｒｉｅｄｍａｎ等［３］开创性地研究了无死核肿瘤的

第一边界问题的数学模型；Ｃｕｉ等［４］考虑了带抑制

物的模型；Ｆｒｉｅｄｍａｎ等［５－６］则研究了无死核肿瘤的

第三边界问题。这些文章用严格的数学分析，分析

了稳态解的存在唯一性，整体解的存在唯一性和解

的渐近性态。文献 ［７－８］则应用抛物型方程的
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Ｌｐ理论、Ｓｃｈａｕｄｅｒ估计、比较原理、Ｂａｎａｃｈ不动
点定理和延拓法，证明了模型整体解的存在唯一

性。

在文献 ［９］中，Ｂｙｒｎｅ和 Ｃｈａｐｌａｉｎ在肿瘤形
状为球形并且肿瘤有坏死核的条件下，提出来下述

在营养物作用下肿瘤生长的数学模型：

ｃ^σ
ｔ
＝１
ｒ２

ｒｒ

２^σ
( )ｒ＋Ｈ（ｒ－ρ（ｔ））·

［Γ（σＢ －σ^）－λ０σ^］，　ｔ＞０
其中，Ｈ（ｓ）是Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，σＢ表示营养物在脉
管系统内的浓度值，Γ表示血液组织的转移率值，
λ０σ^是营养物的消耗函数，ρ（ｔ）表示坏死核的半
径，ｒ表示半径，ｃ，λ０是正常数，σ^是营养物的浓度
函数。

根据文献 ［９］，初边值为：
^σ
ｒ
（０，ｔ）＝０， ｔ＞０

σ^（ｒ，ｔ）＝σ^ｎｅｃ， ０≤ｒ≤ρ（ｔ）， ｔ＞０

σ^（ｒ，ｔ）＞σ^ｎｅｃ， ρ（ｔ）＜ｒ≤Ｒ（ｔ）， ｔ＞０
在文献 ［９－１０］中：

ｄ
ｄｔ
４
３πＲ

３（ｔ( )） ＝
∫
２π

０∫
π

０∫
Ｒ（ｔ）

ρ（ｔ）
μ０（^σ－σ

≈）ｒ２ｓｉｎθｄｒｄθｄφ－４πμρ３（ｔ）

其中μ０（^σ－σ
≈）表示肿瘤非坏死组织的细胞增殖

率，４πμ表示因坏死引起的细胞损失，μ０，σ
≈，μ是正

常数。参考文献 ［５］，本文同样考虑第三边界，
即

^σ
ｒ
＋α（^σ－珛σ）＝０，　ｒ＝Ｒ（ｔ）

其中正常数 α是交换系数，珛σ为细胞外营养浓度
值。

为方便研究，取μ０ ＝１并采用变量替换：

σ＝σ^－
ΓσＢ
Γ＋λ０

，珚σ＝珛σ－
ΓσＢ
Γ＋λ０

，

珟σ＝σ≈ －
ΓσＢ
Γ＋λ０

，

σ０ ＝σｎｅｃ－
ΓσＢ
Γ＋λ０

，λ＝Γ＋λ０

则模型简化为：

ｃσ
ｔ
－１
ｒ２

ｒｒ

２σ
( )ｒ＋λσＨ（σ－σ０）＝０，

０＜ｒ＜Ｒ（ｔ），ｔ＞０ （１）
σ
ｒ
（０，ｔ）＝０，　 ｔ＞０ （２）

σ
ｒ
＋α（σ－珚σ）＝０，　　ｒ＝Ｒ（ｔ），　ｔ＞０

（３）

σ（ｒ，ｔ）＝σ０，　 ０≤ｒ≤ρ（ｔ），　ｔ＞０ （４）
σ
ｒ
（ｒ，ｔ）＝０，　ｒ＝ρ（ｔ），　ｔ＞０ （５）

Ｒ２（ｔ）ｄＲ（ｔ）ｄｔ ＝

∫
Ｒ（ｔ）

ρ（ｔ）
（σ－珟σ）ｒ２ｄｒ－μρ３（ｔ），　ｔ＞０ （６）

σ
ｒ
＋α（σ－珚σ）＝０，　　ｒ＝Ｒ（０） （７）

σ（ｒ，０）＝σ０，　 ０≤ｒ≤ρ（０） （８）
假设（σｓ（ｒ），ρｓ，Ｒｓ）是模型 （１） － （８）的稳态
解，即满足以下方程：

１
ｒ２

ｒ
（ｒ２
σｓ
ｒ
）－λσｓＨ（σｓ－σ０）＝０，　０＜ｒ＜Ｒｓ

（９）
σｓ
ｒ
＝０，　ｒ＝０ （１０）

σｓ
ｒ
＋α（σｓ－珚σ）＝０，　ｒ＝Ｒｓ （１１）

σｓ（ｒ，ｔ）＝σ０，　０≤ｒ≤ρｓ （１２）
σｓ
ｒ
＝０，　ｒ＝ρｓ （１３）

∫
Ｒｓ

ρｓ
（σｓ－珟σ）ｒ

２ｄｒ－μρ３ｓ ＝０ （１４）

显然有

σｓ（ｒ）＝

Ａ
ｒ［ｓｉｎｈ（槡λ（ｒ－ρｓ））＋

　　槡λρｓｃｏｓｈ（槡λ（ｒ－ρｓ））］，

　　ρｓ＜ｒ＜Ｒｓ；

σ０，０≤ｒ≤ρ













ｓ

其中Ａ槡λ＝σ０，将上式代入式 （１１），有

αＲ２ｓ珚槡σ λ
σ０

＝（Ｒｓ－ρｓ＋αＲｓρｓ）·

槡λｃｏｓｈ（槡λ（Ｒｓ－ρｓ））＋

（λＲｓρｓ＋αＲｓ－１）ｓｉｎｈ（槡λ（Ｒｓ－ρｓ）） （１５）
再根据式 （６），得

σ０
λ
３
２ 槡λ（Ｒｓ－ρｓ）ｃｏｓｈ（槡λ（Ｒｓ－ρｓ））[ ＋

（λＲｓρｓ－１）ｓｉｎｈ（槡λ（Ｒｓ－ρｓ ]））－
珟σ
３（Ｒ

３
ｓ－ρ

３
ｓ）－μρ

３
ｓ ＝０ （１６）

　　注１　模型 （１） － （８）的稳态解的存在唯
一性等价于式 （１５） －（１６）解的存在唯一性。

故本文旨在研究式 （１５） － （１６）解的存在
唯一性，其主要结论为：

定理１　当 ξ∈ （ξ１，ξ３）时，由式 （１７）确定

１４１
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的ζ满足ζ′＜０。

定理２　当 ξ∈ （ξ１，ξ３）时，( )ξζ′＞０， η( )ζ′
＞０， ξ( )η ′＞０，ξ

２( )ηξ′＞０。
定理３　若ａ１ ＜３·

ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１
ξ３１

且

ａ２ ＞
１

Ｃ３（ξ１）
［ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１－

ａ１
３ξ

３
１＋

Ｃ（ξ１）（ξ１ｓｉｎｈξ１－ａ１ξ
２
１）＋Ｃ

２（ξ１）（ｓｉｎｈξ１－ａ１ξ１）］
则式 （１５） －（１６）存在唯一解。其中的 ξ，η，ζ，
ξ１，Ｃ（ξ１），ξ３的具体表达式参见下一节。

１　相关符号及预备引理
为叙述方便，引进一些符号：

（ｉ）η＝槡λＲｓ＞０，ζ＝槡λρｓ＞０，ξ＝η－ζ（即
η＝ζ＋ξ）；

（ｉｉ）ａ１＝
珟σ
σ０
，ａ２＝

μ
σ０
，ａ３＝

珚σ
σ０
，ａ４＝

α
槡λ
，其中

显然有ａ３ ＞１；
（ｉｉｉ）Ａ１ ＝ａ４ｃｏｓｈξ＋ｓｉｎｈξ－ａ３ａ４，
Ａ２ ＝ａ４ξｃｏｓｈξ＋ξｓｉｎｈξ＋ａ４ｓｉｎｈξ－２ａ３ａ４ξ，
Ａ３ ＝ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ＋ａ４ξｓｉｎｈξ－ａ３ａ４ξ

２

（ｉｖ）Ｂ１ ＝
ａ４ｃｏｓｈξ＋ｓｉｎｈξ

ａ４
，

Ｂ２ ＝
ａ４ξｃｏｓｈξ＋ξｓｉｎｈξ＋ａ４ｓｉｎｈξ

２ａ４ξ
，

Ｂ３ ＝
ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ＋ａ４ξｓｉｎｈξ

ａ４ξ
２

因此，式 （１５） －（１６）可分别等价为：
Ａ１ζ

２＋Ａ２ζ＋Ａ３ ＝０ （１７）
ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ＋（ｓｉｎｈξ－ａ１ξ）ζ

２＋

（ξｓｉｎｈξ－ａ１ξ
２）ζ－

ａ１
３ξ

３－ａ２ζ
３ ＝０ （１８）

并设

ｆ（ξ）＝ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ＋（ｓｉｎｈξ－ａ１ξ）ζ
２＋

（ξｓｉｎｈξ－ａ１ξ
２）ζ－

ａ１
３ξ

３－ａ２ζ
３ （１９）

我们给出几个预备引理：

引理１　Ｂ′１，Ｂ′２，Ｂ′３＞０，且Ｂ１＞Ｂ２＞Ｂ３＞
１。

引理２　 （ｉ）当１＜ａ３≤Ｂ３或ａ３≥Ｂ１时，式
（１７）无正解ζ；

（ｉｉ）当Ｂ３ ＜ａ３ ＜Ｂ２或Ｂ２ ＜ａ３ ＜Ｂ１时，式

（１７）有唯一正解ζ＝
－Ａ２＋ Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

２Ａ１
；

（ｉｉｉ）当ａ３＝Ｂ２时，式 （１７）有唯一正解ζ＝

－Ａ３
Ａ槡 １
。

证明　 （ｉ）当１＜ａ３≤Ｂ３或ａ３≥Ｂ１时，Ａ１＞
０，Ａ２＞０，Ａ３≥０或Ａ１≤０，Ａ２＜０，Ａ３＜０，式 （１７）
显然无正解ζ；

（ｉｉ）当Ｂ３＜ａ３＜Ｂ２或Ｂ２＜ａ３＜Ｂ１时，Ａ１＞
０，Ａ２＞０，Ａ３＜０或Ａ１＞０，Ａ２＜０，Ａ３＜０，式 （１７）

有唯一正解ζ＝
－Ａ２＋ Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

２Ａ１
；

（ｉｉｉ）当ａ３＝Ｂ２时，Ａ１＞０，Ａ２＝０，Ａ３＜０，式

（１７）有唯一正解ζ＝
－Ａ３
Ａ槡 １
。

故引理２均得证。
引理３　存在０＜ξ１＜ξ２＜ξ３，使得Ｂ１（ξ１）＝

Ｂ２（ξ２）＝Ｂ３（ξ３）＝ａ３，即
Ａ１（ξ１）＝Ａ２（ξ２）＝Ａ３（ξ３）＝０

根据引理２、引理３可知满足式 （１５） －（１６）的
ξ∈（ξ１，ξ３）。

注２　引入简记符号
Ｃ（ξ３）＝

ξ１－ｓｉｎｈξ１ｃｏｓｈξ１
（ａ４ｓｉｎｈξ１＋ｃｏｓｈξ１）（ａ４ｓｉｎｈξ１－ａ４ξ１ｃｏｓｈξ１－ξ１ｓｉｎｈξ１

)）
引理４　当ξ∈（ξ１，ξ３）时，Ａ″３ ＞０。
证明　当ξ∈（ξ１，ξ３）时，即ａ３ａ４＜ａ４ｃｏｓｈξ＋

ｓｉｎｈξ，故
Ａ″３ ＝ξｃｏｓｈξ＋ｓｉｎｈξ＋２ａ４ｃｏｓｈξ＋

ａ４ξｓｉｎｈξ－２ａ３ａ４ ＞
ξｃｏｓｈξ＋ｓｉｎｈξ＋２ａ４ｃｏｓｈξ＋ａ４ξｓｉｎｈξ－

２ａ４ｃｏｓｈξ－２ｓｉｎｈξ＝
ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ＋ａ４ξｓｉｎｈξ＞０

　　引理５　ｌｉｍ
ξ→ξ１
ζ＞０。

证明

ｌｉｍ
ξ→ξ１
ζ＝ｌｉｍ

ξ→ξ１

－Ａ２＋ Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

２Ａ１
＝

ｌｉｍ
ξ→ξ１

－Ａ′２＋（２Ａ２Ａ′２－４Ａ′１Ａ３－４Ａ１Ａ′３）／２ Ａ′２２－４Ａ１Ａ槡 ３

２Ａ′１
＝

ｌｉｍ
ξ→ξ１

Ａ′１Ａ３－Ａ２Ａ′２
Ａ′１Ａ２

由于

ｌｉｍ
ξ→ξ１
（Ａ′１Ａ３－Ａ２Ａ′２）＝ξ１－ｓｉｎｈξ１ｃｏｓｈξ１

显然有ξ１－ｓｉｎｈξ１ｃｏｓｈξ１ ＜０时，且有 ｌｉｍ
ξ→ξ１
Ａ′１Ａ２ ＜
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０，因此ｌｉｍ
ξ→ξ１
ζ＞０。

引理６　ｌｉｍ
ξ→ξ３
ζ＝０。

证明　当ξ＝ξ３时，Ａ１＞０，Ａ２＞０，Ａ３＝０，有

ｌｉｍ
ξ→ξ３
ζ＝ｌｉｍ

ξ→ξ３

－Ａ２＋ Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

２Ａ１
＝０

２　稳态解的存在唯一性
定理１的证明　以下分三种情况证明：
（ｉ）当ξ∈（ξ１，ξ２）时，对式 （１７）式两边求

导，可得

２Ａ１ζζ′＋Ａ′１ζ
２＋Ａ２ζ′＋Ａ′２ζ＋Ａ′３ ＝０

即

ζ′＝－
Ａ′１ζ

２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３
２Ａ１ζ＋Ａ２

＝－
Ａ′１ζ

２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３
Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

现在采用反证法证明ζ′＜０，即先假设ζ′≥０，则由
上式可知ｋ＝Ａ′１ζ

２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３≤０，另外，由引
理４可知Ａ″３ ＞０且显然有Ａ″１，Ａ″２ ＞０，则
ｋ′＝Ａ″１ζ

２＋２Ａ′１ζ′ζ＋Ａ″２ζ＋Ａ２′ζ′＋Ａ″３ ＞０
故有

ｋ＝Ａ′１ζ
２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３ ＞

ｌｉｍ
ξ→ξ１
（Ａ′１ζ

２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３）＝

ｌｉｍ
ξ→ξ１
（
－Ａ′１（Ａ２ζ＋Ａ３）

Ａ１
）＋ｌｉｍ

ξ→ξ１
（Ａ′２ζ＋Ａ′３）

由于当ξ→ξ１时，有０＜－Ａ′１（Ａ２ζ＋Ａ３）＜∞，
－∞ ＜Ａ′２ζ＋Ａ′３＜∞，Ａ１＝０，所以ｋ＞０，矛盾，
故假设不成立。因此，当 ξ∈ （ξ１，ξ２）时，由式
（１７）确定的ζ满足ζ′＜０。

（ｉｉ）当ξ＝ξ２时，Ａ２ ＝０，Ａ１ ＞０，Ａ′１ ＞０，Ａ３

＜０，Ａ′３＝０，故Ａ１ζ
２＋Ａ３＝０，即ζ

２＝
－Ａ３
Ａ１
，对其

两边求导，可得２ζζ′＝
Ａ′１Ａ３
Ａ２１

＜０，故ζ′＜０。

（ｉｉｉ）当ξ∈（ξ２，ξ３）时，Ａ′１ ＞０，Ａ′２ ＞０，Ａ′３

＞０，故ζ′＝－
Ａ′１ζ

２＋Ａ′２ζ＋Ａ′３
Ａ２２－４Ａ１Ａ槡 ３

＜０。

综上所述，且ζ′显然连续，故当 ξ∈ （ξ１，ξ３）
时，由式 （１７）确定的ζ满足ζ′＜０。

定理２的证明：由定理１可知当 ξ∈ （ξ１，ξ３）
时，ζ′＜０，故

ξ( )ζ′＝
ζ－ζ′ξ
ζ２

＞０，

η( )ζ′＝ １＋ξ( )ζ′＝ ξ( )ζ′＞０，
ξ( )η ′＝

ζ－ζ′ξ
（ξ＋ζ）２

＞０，

ξ２( )ηζ′＝ ξ
η
·
ξ( )ζ′＝ ξ( )η ′ξ( )ζ ＋ ξ( )η ξ( )ζ′＞０

　　定理３的证明：式 （１９）可改写为
ｆ（ξ）
ζ３
＝ξ
η
·
ξ
ζ
·

１
３·
ξ２

ηζ３·
ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ

ξ３
－ａ( )１[ ＋

ｓｉｎｈξ
ξ
－ａ( ) ]１ －ａ２ （２０）

　　先证存在性：当ξ＞０时，３·ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ
ξ( )３

′

＞０，故

ａ１ ＜３·
ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１

ξ３１
＜３·

ξ３ｃｏｓｈξ３－ｓｉｎｈξ３
ξ３３

由引理６，得

ｆ（ξ３）＝
１
３·ξ

３
３（３·

ξ３ｃｏｓｈξ３－ｓｉｎｈξ３
ξ３３

－ａ１）＞０

又

ａ２ ＞
１

Ｃ３（ξ１）
［ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１－

ａ１
３ξ

３
１＋

Ｃ（ξ１）（ξ１ｓｉｎｈξ１－ａ１ξ
２
１）＋Ｃ

２（ξ１）（ｓｉｎｈξ１－ａ１ξ１）］
结合引理５，可知

ｌｉｍ
ξ→ξ１
ｆ（ξ）＜０

因此，式 （１５） －（１６）式至少存在一个解。

再证唯一性：当ξ＞０时， ｓｉｎｈξ( )ξ
′＞０，且有

ｓｉｎｈξ
ξ
＞３·ξｃｏｓｈξ－ｓｉｎｈξ

ξ３
，故

ａ１ ＜３·
ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１

ξ３１
＜
ｓｉｎｈξ１
ξ１

则当ξ∈（ξ１，ξ３）时，３·
ξ１ｃｏｓｈξ１－ｓｉｎｈξ１

ξ３１
－ａ１＞０，

ｓｉｎｈξ
ξ
－ａ１＞０。又由式 （２０）结合定理２可知，当

ξ∈（ξ１，ξ３）时，
ｆ（ξ）
ζ( )３ ′＞０。

因此，式 （１５） －（１６）存在唯一解。
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